








































































位相的指数 = 解析的指数 

数学と力学 























ベクトル 関数 ベクトル 
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分野  ｆ（ｘ）  ｄｘ 
微分積分 連続的微分可能 リーマン測度 














































































,a b b a∂ < >=< > − < >1
a b 
境界作用素（２） 
, , , , ,
, , ,
a b c b c a c a b
b c c a a b
∂ < >=< > − < > + < >













b c c a a b
c b a c b a
∂ ∂ < >
=∂ < > + < > + < >




複体 K に対して 
1
1 1( ) ( ) ( )k kk k kC K C K C K++ −∂ ∂→ →
1 0k k+∂ ∂ =
特異ホモロジー群 





















θ θ≅ ⊕ ⋅⋅⋅⊕ ⊕ ⊕⋅⋅⋅⊕
Z
Z Z Z Z

: rank ( , )kr H K= Z
ベッチ数 
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rank ( , )
























１ ２ １ 
メービウ
ス帯 
１ １ ０ , ,Z Z 0
, ,Z 0 Z
, ,⊕Z Z Z Z
ホモロジー群の例（２） 
曲面 ホモロジー群 ベッチ数 
射影平
面 
１ ０ ０ 
穿孔トー
ラス 
１ ２ ０ 
クライン
の壺 
１ １ ０ 
2, ,⊕Z Z Z 0
2, ,Z Z 0
, ,⊕Z Z Z 0
オイラー標数とベッチ数 
（オイラー・ポアンカレの公式） 










曲面（多面体） オイラー標数 ベッチ数 
球面 
（４面体） 
２ １ ０ １ 
１人乗りの浮き
輪（トーラス） 
０ １ ２ １ 
ｇ人乗りの浮き
輪 
２－２ｇ １ ２ｇ １ 
オイラー標数とベッチ数の例（２） 
曲面 オイラー標数 ベッチ数 
射影平面 １ １ ０ ０ 
穿孔トーラ
ス 
-１ １ ２ ０ 
クラインの
壺 































grad , ,f f ff
x y z
∂ ∂ ∂ 
=  ∂ ∂ ∂ 
勾配＝等高面の傾き 
ストークスの定理 
曲面 S に対して 
S
S
h g f hdydz dzdx
y z z x
g f dxdy fdx gdy hdz
x y ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ − + −   ∂ ∂ ∂ ∂  
 ∂ ∂




rot ( , , )
, ,
f g h
h g f h g f
y z z x x y
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − − − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
回転＝流体の渦 
ストークスの定理 
曲面 S に対して 
rot ,







∫ ∫F n F s
F
 
h g f hd dydz dzdx
y z z x
g f dxdy
x y
ω  ∂ ∂ ∂ ∂ = − + −   ∂ ∂ ∂ ∂  
 ∂ ∂
+ − ∂ ∂ 










曲面 S に対して 








 ∂ ∂ ∂




領域 D に対して 
発散 















∫ ∫F F n
F

領域 D に対して 
３次微分形式 
f g hd dxdydz
x y z
ρ  ∂ ∂ ∂= + + ∂ ∂ ∂ 

























h g f hd dydz dzdx
y z z x
g f dxdy
x y
ω  ∂ ∂ ∂ ∂ = − + −   ∂ ∂ ∂ ∂  
 ∂ ∂
+ − ∂ ∂ 






f g hd dxdydz
x y z
ρ  ∂ ∂ ∂= + + ∂ ∂ ∂ 










, ,dM Mω ω= ∂
（図形と微分形式を結ぶ公式） 
ド・ラーム複体 
多様体 M に対して 
11 1( ) ( ) ( )
k kd dk k kM M M
−− +Ω →Ω →Ω























( ) ( , )
( ) ( , )
( ) ( , )
H M H M
H M H M


































ブラウン運動 ラプラス作用素 ド・ラーム複体 







推移確率の跡 解析的指数 オイラー標数 
ホッジ・小平の定理（１） 
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曲面 Ｋ に対して 
0 1 2
( )




















関数 u(x)  が 調和 であるための必
要十分条件は 
u(x) = Ax+B  in I 
（直線） 
区間 I = (a, b) において 
調和関数の性質（１） 












関数 u(x)  が 調和 であるための必
要十分条件は 
u(x) = A  in S 
（定数） 
円周 S において 
調和形式の計算例（１） 
円周 S において 
( ) (0 2 )
(0) (2 ) 2
0
( )












= + ≤ ≤


















円周 S において 





















u x C D
































1 ( )( )
4 | |
in


















































































( ) inf ( ) :
0 in






















( ) 0 : ( )
( ) 0, ( ) 0 :





M f x M
x y f x f y
ε δ δ ε
δ ε
∃ > ≤
∀ > ∃ = >


























































• I. M. Singer and J. A. Thorpe: 
Lecture notes on elementary topology and 
geometry, Springer-Verlag, 1967 
• K. Taira: 
Brownian motion and index formulas for 
the de Rham complex, Mathematical 
Research, No. 106, WILEY--VCH, 1998. 
